
1

1 © Zanichelli Editore, 2006 

� PROBLEMA 1

Nel primo quadrante del sistema di riferimento Oxy, ortogonale e monometrico, si consideri la regione R,
finita, delimitata dagli assi coordinati e dalla parabola � d’equazione: y�6�x 2.

1. Si calcoli il volume del solido generato dalla rotazione completa di R attorno all’asse y.
2. Si calcoli il volume del solido generato dalla rotazione completa di R attorno alla retta y�6.
3. Si determini il valore di k per cui la retta y�k dimezza l’area di R.
4. Per 0� t��6� sia A(t) l’area del triangolo delimitato dagli assi e dalla tangente a � nel suo punto di

ascissa t. Si determini A(1).
5. Si determini il valore di t per il quale A(t) è minima. 

� PROBLEMA 2

Si consideri la funzione f definita sull’intervallo [0;�� [ da:

�
e sia C la sua curva rappresentativa nel riferimento Oxy, ortogonale e monometrico.

1. Si stabilisca se f è continua e derivabile in 0
2. Si dimostri che l’equazione f (x)�0 ha, sull’intervallo [0;�� [, un’unica radice reale. 
3. Si disegni C e si determini l’equazione della retta r tangente a C nel punto di ascissa x�1.
4. Sia n un intero naturale non nullo. Si esprima, in funzione di n, l’area An del dominio piano delimitato

dalla curva C, dalla retta tangente r e dalle due rette: x� �
n

1
� e x�1.

5. Si calcoli il limite per n��� di An e si interpreti il risultato ottenuto.

f (0)�1

f (x)� �
1

2
� x 2(3�2 logx)�1 se x�0

ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO DI ORDINAMENTO • 2005

Il candidato risolva uno dei due problemi e cinque quesiti scelti nel questionario.
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� PROBLEMA 1

1. Le intersezioni della parabola y�6�x 2 con gli assi cartesiani
nel primo quadrante si ricavano sostituendo x�0, da cui si ri-
cava il punto (0; 6), e y�0, da cui si ricava il punto (�6�; 0)
perché bisogna considerare la sola soluzione positiva di
x 2 �6�0. Il volume del solido ottenuto ruotando la funzione f
(x) intorno all’asse y tra i punti di ordinata a e b è dato da:

��b

a
[ f (y)]2 dy.

In questo caso è f (y)��6��� y�, quindi

��6

0
(�6��� y�)2 dy���6

0
(6�y)dy���6y��

y

2

2

��6

0
�� (36�18)�18�.

2. Per trovare il volume richiesto eseguiamo prima una traslazione
di vettore v� (0;�6) che porta la parabola con il vertice nell’ori-
gine e la retta y�6 sull’asse x.
Si ha:

V�36��6� ���b

0

�6�

(�x 2)2 dx�

V�36��6� ����x5
5

��
0

�6�
�36��6� ��

3

5

6
���6�.

V��
14

5

4
���6�.

3. L’area della parte finita del primo quadrante delimitata dalla retta y�k e dalla parabola è data da

�b

0
(6�x 2 �k)dx, dove b è l’ascissa dell’intersezione tra y�k e y�6�x 2 del primo quadrante, se esi-

ste. Tale ascissa si trova risolvendo 6�k�x 2�0. La soluzione positiva, e quindi il valore di b, è �6��� k�
con k�6. Calcolando l’integrale si ottiene:

�6x��
x

3

3

��kx�
0

�6��k�
��(6�k)x��

x

3

3

��
0

�6��k�
� �

2

3
� (6�k)�

3
2
�

Tale valore deve essere uguale alla metà dell’area di R, che è

�
1

2
��b

0

�6�

(6�x 2)dx� �
1

2
� �6x��

x

3

3

��
0

�6�
�2�6�

Uguagliando le due espressioni si ha:

2�6� � �
2

3
� (6�k)�

3
2
�

6�k�3�3
2�

k�6�3�3
2�.

� Figura 1.
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� Figura 2.
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4. Il triangolo considerato si trova nel primo quadrante ed è rettangolo. I suoi cateti sono uguali all’ascissa
e all’ordinata dell’intersezione della retta tangente a � rispettivamente con l’asse x e con l’asse y. La ge-
nerica retta passante per un punto (a; b) ha equazione

y�b�m(x�a).

In questo caso a� t, b�6� t 2 e m è il coefficiente angolare della retta tangente alla parabola nel punto
di ascissa t, cioè la derivata di y�6�x 2 calcolata in t. Si ha m��2t e sostituendo

y�6� t 2 � (�2t)(x� t)

y� (�2t)x� t 2 �6.

Sostituendo x�0 si ottiene y� t 2 �6, mentre sostituendo y�0 si ottiene x��
t 2

2

�

t

6
� . Quindi l’area A(t)

vale:

A(t)� �
1

2
� (t 2�6)�

t 2

2

�

t

6
���

(t 2 �

4t

6)2

� .

Per t�1 si ha A(1)��
4

4

9
� .

5. Per trovare il valore di t per cui A(t) è minima, calcoliamo la sua derivata

D (A(t))� ��
3(t 2 �

4

6

t

)(
2

t 2�2)
� .

La derivata si annulla, nel campo di esistenza stabilito, in t��2�. Inoltre per 0� t��2� la derivata è
negativa, mentre è positiva per t��2�, quindi in t��2� c’è il punto di minimo richiesto.

� PROBLEMA 2

1. Una funzione è continua in un punto x0 se lim
x�x0

f (x)� f (x0). In questo caso, poiché la funzione ha come

campo di esistenza x�0, esaminiamo la continuità a destra di 0. Si ha:

lim
x�0�

�
1

2
� x 2(3�2 logx)�1�1� f (0).

Infatti per il teorema di De L’Hopital si ha lim
x�0�

x 2 logx�0. La funzione è continua in 0.

Una funzione è derivabile in un punto x0 se esiste ed è finito

lim
h�0
�
f (x0�h

h

)� f (x0)
� .

In questo caso:

lim
h�0�

�
f (h)�

h

f (0)
�� lim

h�0�
� lim

h�0�
�
1

2
� h (3�2 logh)�0

quindi la funzione è derivabile in 0.

2. Df (x)� �
1

2
� (2x (3�2 logx)� �

x

2
� x 2)�2x (1� logx), quindi la funzione è crescente quando logx�1,

cioè in ]0; e [, mentre è decrescente in ]e ;��[. In x� e c’è un punto di massimo: f (e)� �
1

2
� e 2�1�0.

Inoltre lim
x���

f (x)� [��� (��)]���. In ]1;��[, quindi, la funzione deve attraversare l’asse x per il 

teorema di esistenza degli zeri. Inoltre, essendo la funzione decrescente in tale intervallo, il punto di in-
tersezione tra la funzione e l’asse x è unico.

�
1

2
� h 2(3�2 logh)�1�1

���
h

2(t 2 �6)2t �4t�4(t 2 �6)2

���
16t 2
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Per stimare il valore della soluzione si può procedere, per esempio, con il metodo di bisezione. Notia-
mo innanzitutto che f (4)�2,82�0, mentre f (5)��1,74�0.

E così via fino alla precisione voluta (la soluzione è circa 4,6901).

3. Per disegnare C, oltre ad utilizzare gli elementi studiati nel punto 2, calcoliamo

f �(x) �2�1� logx�x���
x

1
�����2 logx. La concavità è rivolta verso l’alto quando �2 logx�0, cioè

quando x�1, mentre è rivolta verso l’alto per x�1. In x�1 c’è un punto di flesso obliquo ( f �(1)�2).
La generica retta tangente alla curva f (x) in un punto x0 è y�f (x0)� f �(x0)(x�x0). Sostituen-

do x0 �1 si ottiene y� �
5

2
� �2(x�1) quindi y�2x� �

1

2
� (tangente inflessionale).

Rappresentiamo il grafico di C (figura 3)

4. L’area An richiesta è data dal seguente integrale

�1

1�
n

1
�
�f (x)��2x��

1

2
���dx�

��1

1�
n

1
�
��

1

2
� x 2(3�2 logx)�1�2x��

1

2
��dx.

��0

0 ��
1

2
� x 2(3�2 logx)�1�2x� �

1

2
��dx�

� �
1

2
� x 3 �x 2� �

1

2
� x��0

0
x 2 logxdx�

� (integrando per parti )

�
1

2
� x 3 �x 2 � �

1

2
� x��

x

3

3

� logx��0

0
�
x

3

3

� �
x

1
� dx�

� �
1

2
� x 3 �x 2� �

1

2
� x��

x

3

3

� logx��
x

9

3

��c�

��
1

1

1

8
� x 3 �x 2 � �

1

2
� x��

x

3

3

� logx�c.

L’area richiesta è An���11
1

8
�x 3�x 2��

1

2
� x��

x

3

3

� logx�1

�
n

1
�
��

1

9
���

1

1

1

8
��

n

1
3���

n

1
2���

1

2
� �

n

1
���

1

3
� �

n

1
3� logn

5. Calcoliamo lim
n���

An. Si ha: lim
n���

An � �
1

9
� perché il secondo, il terzo e il quarto termine nel limite sono

della forma ���
a

�
��, mentre l’ultimo tende a 0 per la regola del confronto tra infiniti. Visto che lim

n���
�
n

1
��0,

il risultato ottenuto rappresenta

�1

0 ��
1

2
� x 2(3�2 logx)� �

1

2
� �2x�dx,

che geometricamente si può interpretare come l’area compresa tra la curva e la retta r tra 0 e 1.

a f(a) b f(b) (a � b)/2 f [(a � b)/2]

4 2,82 5 �1,74 4,5 �0,92

4,5 0,92 5 �1,74 4,75 �0,31

4,5 0,92 4,75 �0,31 4,625 �0,33

� Figura 3.
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